REPRESENTATION ASYMPTOTIQUE DES FONCTIONS
DE MATHIEU ET DES FONCTIONS
SPHEROIDALES, II

BY
ROBERT SIPS

INTRODUCTION

Dans un travail antérieur [1], nous avons étudié la représentation
asymptotique des fonctions de Mathieu et des fonctions sphéroidales lorsque
le parameétre prend des valeurs élevées.

Les représentations obtenues montrent que les fonctions en question
n’'acquiérent dans ce cas des valeurs appréciables que dans le voisinage im-
médiat du maximum absolu de la fonction. Dans cette région, les formules
asymptotiques donnent des valeurs remarquablement exactes, l'exactitude
étant d’autant meilleure que le nombre de zéros de la fonction est plus petit.

Cependant, au fur et & mesure que 'on s'éloigne du maximum absolu, les
valeurs fournies par les formules asymptotiques deviennent de plus en plus
inexactes et finissent par ne plus méme avoir 'ordre de grandeur correct. De
plus, les valeurs dans cette région sont extrémement faibles (de l'ordre de
e, alors que d’aprés les formules asymptotiques, cet ordre serait e~'/2\¢) et
il devient matériellement impossible de les calculer au moyen des développe-
ments en série habituellement en usage.

Dans les présent travail, nous donnons des formules asymptotiques qui
permettent le calcul direct des valeurs des fonctions dans le domaine ol les
formules établies antérieurement sont inutilisables.

I. FoNcTIiONS DE MATHIEU

1. Les fonctions de Mathieu sont les solutions périodiques, de période
2w, de I’équation différentielle

d*y (Ac)?
(1) d_772 + <d -

cos 217) y = 0.

Dans ce qui suit, nous représenterons, de la maniére habituelle, par ce.(n)
et se.(n) celles de ces solutions qui, pour N\¢ =0, se réduisent respectivement a
cos ny et sin ny, et qui, de plus, vérifient la condition de normalisation

(2) fo hce:(n)dn = fo 2”.?3:(77)d’7 = .

La valeur correspondante de la constante de séparation sera représentée
par a, ou b,.
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On sait que, lorsque \¢ est trés grand et que 7 est compris 0 et m, cea(n) et
se.(n) sont représentés asymptotiquement par les formules suivantes

cen(n) 1 (Dnya(@) = Dayoa) n(n+ 1)
senln) C[D"(a) B Z_A—c( 6 T4 3 D@
n(n —1)(n — 2)(n — 3) 1 [Duys(@) = Duys(e)
+ 16 D”“‘(a)) + (2>\c)2< 512 64
n+2D n2—25n-36D
- 16 n+4(0‘) + 64 nt2(@)
— 1)(—n?— 27 10
@) n n(n )( n64 n+ 10) Dy o()
nin — 1)2(n — 2)(n — 3)
+ 16 Dn—4(a)
nn—1) - (n—275)
- 64 Dn~6(0‘)
nn—1)---(n—=17) B
+ 12 Dn—8(a)> + O(x¢ 3)]

ol = (2\¢)V2 cos n et ol la constante C a la valeur

@) ¢ = I [1 T ]
Uy e | (2n)?
avec
a=n+1/2,
. _(n—l-l) e+ +nnr—-1) - (n—23)
? 256
_3‘(n+ Dn+2)+nx—1)
16
0 2n?+ 2n + 1 .

8

Nous avons donné, dans [1], ces formules sous une forme un peu diffé-
rente.

La représentation asymptotique (3) donne la valeur des fonctions ce, et
seq, lorsque c est assez grand et n assez petit, avec une exactitude remarquable
pour les valeurs de n contenues dans un domaine assez étroit voisin de
n=m/2, domaine ol, en fait, les fonctions prennent seulement des valeurs
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numériques appréciables. Pour les autres valeurs de 7, et en particulier pour
7=0 (et=m) la formule (3) donne des valeurs totalement inexactes qui n’ont
méme pas l'ordre de grandeur correct.

Nous donnerons ci-dessous des formules utilisables dans cette derniére
région.

2. Les fonctions ce, et se, satisfont a deux groupes d’équations intégrales
linéaires
a.

T
©) cen(n) = An f eihe cos 1 cos mge, (o) dno,
-
T
(6) se.(n) = u,,f gite cos 1 cos m gin gy sin pose,(n0)dno.
b.
g
@) cean(n) = M.f €he *in 1 #in Mgy, (o) drpo,
—7
(®) Searialn) = Fauss [ 05705 e
-
g
9) sean(n) = ,ag,.f ghe sin n sin m cog 9 oS 9oSern(10)dno,
—
n
(10) ceami1(n) = )\2,.+1f ghe sin 1 sin 10 cog 5 COS Noceant1(M0)dNo.
—_

De ces équations on déduit immédiatement que

(1 ©) A2n <1r>
Ceay = cea\ — |,
>\2n ? 2
i Newy1 (ﬂ')
12 ceon1(0) = — —- ceampr| — 1},
(12) 2n41(0) v 1| 7
if2n T
(13) sep(0) = — 2 s <—)
M2n 2
' Reon us
(14) sezni1(0) = \c +1 se2"+1<—>>
M2nt1 2

de sorte que le probléme de la détermination de la valeur asymptotique des
fonctions ce, et se, pour =0 se raméne 2 la détermination de la représenta-
tion asymptotique des constantes caractéristiques A, pin, Any fn.

Nous avons déja donné précédemment [2] les valeurs asymptotiques des
constantes N\, et un, que nous reproduisons ci-dessous
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(15) N (2)\6)1/2[1 2n4+1 160>+ 16n + 17 :l‘l
n 1 4(1r)1/2 Y 32()\6)2 )
. (2)\6)1/2[ 2n+1 8+ 8+ 5 :|_1
16 n = 7 1 —_ —_ —_ e e .
0) e = Ihe 32000)

et nous allons maintenant rechercher les représentations correspondantes des
constantes X, et fin.

3. Considérons pour commencer l'équation (7) et supposons 0 <9 =, de
sorte que sin 7>0. Alors Ac sin 7 sin 7, sera positif pour 0 <7n,=7 et négatif
pour —w=<79<0. D’autre part, pour Ac trés grand, ces.(no) ne prend des
valeurs appréciables qu'aux environs de no=m/2. Il en résulte que le partie
de l'intégrale prise entre —m et 0 sera de 'ordre de e¢=%¢ par rapport a la
partie prise entre 0 et 7 et pourra en conséquence étre négligée.

On aura donc asymptotiquement

(17) cean(n) = 7\2nf ehe sin 1 sinmce, (no)dne + O(e220).
0

De méme, si sin 9<0, on aura

(171) Cezn(‘ﬂ) = th g—\e sin g sin ”0682,,(170)(1770 -+ 0(8_2)"’).
0

On peut montrer de la méme maniére que, pour 0 <9 =7

™

(18) seant1(n) = ﬁ2n+1f ehe sin v sin nogey 1 (no)dno + O(e=)

0
et, de plus, comme les représentations asymptotiques de cez, et sez.q1 sont
identiques pour 0 =9 =w/2, on aura également 1'égalité asymptotique sui-
vante

(19) X?n = R2n+1.
4. Posons, dans I'équation (17)
(20) a = (2X\c)!/2 cos 7, ag = (2Xc)'/? cos o

ce qui la transforme en

Nen (2he)lf? 2 1/2 2 1/
you(ar) = exp (\e(1— o' /200) (1 — ao/200)"%)
(2ne) 2 J _(arneyii2

(21)
Yan(ao)
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ol nous avons posé
(22) 662,;(7]) = Cy2n(a)

c'est-a-dire que y.(a) représente la quantité entre crochets dans (3). Ac
étant trés grand, nous pourrons prendre comme limites d’'intégration — « et
. En faisant encore a =0, nous obtenons finalement

)\2n

e f =13 () yan (@) der

(23) y2:(0) = (o) .

en posant encore, pour abréger

aZ 1/2 a2
exp (e (1= 22) — 14 _)>
P ( C(( 2>\c> 4
a2 1/2
(- 3)
2\¢

En développant Z(«) suivant les puissances décroissantes de A¢c on trouve

(24) Z(a) =

1
(2% — af) + ———— (26-3-a* — 2%8 + af)

() = 1
@ =14 e 21(Ne)?

1
— 9.3. 6 . . . . —
(25) + 300 (29-3-5a8 — 25-32.5a8 4 23.32.410 — q12)

1
b (212.3.5.7a% — 212.3.7.q10
223-3~()\c)4( « «

4+ 27-3-7at2 — 26-3a™ + a'®) + - - - .
En introduisant dans (23) cette valeur de Z(«) ainsi que la représentation
asymptotique (1) (dans laquelle il nous a fallu encore tenir compte en plus

des termes en Dy(a)/(2\c)? s'ils existent) on obtient finalement, aprés un
calcul simple, mais assez fastidieux, les valeurs suivantes

< (2xc)/2 1 3
(26) )\o=ﬁ1=———e‘“<1———__—_...>,
(2m)12 8¢ 64(Nc)?
< 2hc)3/ 11 19
(27) )\2=ﬁ3=4(——c-)—e_“<1——————‘_...>.
(2m)1® 8¢ 32(\o)?

Le terme dominant du développement asymptotique de X, a la forme
suivante

nt+1/
(28) Sy, o Ay ere DR

(2m)12
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Nous avons calculé la valeur de la constante 4,, pour =0, 1, 2, 3 et avons
obtenu les valeurs suivantes

AO = 1, A2 = 4,

Ay = 16/3, Ads = 64/15.

On constate que pour ces valeurs de #

28y

29 Asy =
(29) "7 ol

Il parait probable, bien que nous n’ayons pas jusqu’ici réussi a le démontrer,
que cette formule est générale. Si cette hypothése est exacte, on aura

3ny, 1 n+1/2
237y e (2\¢) .

30 Non ~ e
(30) ™ ol (2112

5. Dans le cas des fonctions ces,q1 et sezs, nous utiliserons, de la méme
maniére que plus haut, les équations intégrales (9) et (10). En admettant
que 0 <9 =m/2, il suffira encore une fois de considérer uniquement 'intégrale
prise entre 0 et 7, et on constatera de plus que, asymptotiquement

31) )-\2n+1 = [G2n+o.

La valeur de Xz,,1 sera donnée par la relation suivante, analogue 3 (23)
(32) y’2n+1(0) = (7\6)_3/2X2n+16)‘°f e“'2/4a2(a)y2n+1(a)da.

En introduisant dans cette relation le développement (25) de Z(a) et la
représentation asymptotique (1) (dans laquelle il faudra cette fois ci tenir
compte des termes en Dy(a)/(2\c)3, s'ils existent), on trouve, aprés un calcul
simple, mais assez laborieux, les valeurs suivantes

A = [ie
(2\c)?/2 3 15
- S LN B Y
2wz 8¢  64(\c)?
As = [
(2\c)b/2 17 87
(34) = 4/3 ———— ¢7¢ (1 _—— = — =+ )
(2m)1i2 8\¢ 128(\¢)?

Le terme dominant du développement asymptotique de Xs.41 a la forme sui-
vante
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(2>\c)n+3/2

X = —\c
(35) Nont1 Bonyie (21r)”2

Nous avons calculé la valeur de la constante Bg,i1 pour #=0, 1 et 2, et
obtenons

Bl = 1,
By = 4/3,
Bs = 16/15.

On constate que pour ces valeurs de »
23y

36 Boppy = —— -
(36) e 2n + 1!

Il parait fort probable que cette formule, comme (29), est générale. On aura
donc dans ce cas

23y N (2Nc)nt3i2

€
2n + 1! (2m)12

@37 Nony1 ~

6. Comme vérification numérique des formules obtenues ci-dessus, nous
avons comparé les valeurs exactes, pour A¢=12, de ceo(0), cei(0), ces(0),
ce3(0) et de sef (0), ses (0), ses (0), obtenues a partir des tables de E. L. Ince
[3], avec les valeurs asymptotiques de ces mémes quantités calculées au
moyen des formules (11), (12), (13) et (14). Les valeurs des fonctions pour
n=m/2 ont été calculées au moyen de (3) et (4) et celles de A,, s €t Xs, Fa
respectivement en utilisant (15), (16) et (26), (27), (33) et (34). Les résultats
sont donnés dans le tableau ci-dessous:

Valeur exacte. Valeur approchée.

ceolw/2) 1,737833 1,73769
ceo(0) 0,0000306 0,0000300
se(r/2) 1,737833 1,73769
sei (0) 0,0003508 0,000350
cel (7/2) —8,226091 —8,22597
cer(0) 0,0002968 0,0002936
ses (n/2) —8,226091 —8,22597
ses (0) 0,0030894 0,0030705
cea(w/2) —1,182423 —1,18565
ces(0) 0,0019718 0,0019465
ses(w/2) —1,182427 —1,18565
sej (0) 0,0182617 0,018336
ced (w/2) 9,388572 9,17212
ces(0) 0,0103295 0,010725
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On remarquera que, comme toujours, 'exactitude diminue notablement
pour une méme valeur de Ac, lorsque # augmente.

Comme autre exemple numérique, nous avons calculé la valeur de ceq(0)
pour A¢=80. Cette valeur a déja été calculée précédemment par G. Blanch
[4] par une méthode sur laquelle nous reviendrons plus loin. G. Blanch trouve
que

ceo(0) = 1,44-10-3¢
tandis que nos formules asymptotiques donnent
ceo(0) = 1,43782-10-%,

On voit que 'accord est excellent et, en fait, la seconde valeur est certaine-
ment plus exacte que la premiére.

7. Ayant ainsi obtenu la représentation asymptotique de ce.(0) et de
seq (0), il nous faut maintenant rechercher la valeur des fonctions ce.(n) et
sea(n) elles-mémes aux environs de 7n=0.

Nous utiliserons dans ce but les équations intégrales (7), (8), (9) et (10).
Comme nous 'avons déja dit plus haut, lorsque Ac¢ est grand, les fonctions
ce, et se, ne prennent des valeurs appréciables qu'aux environs de n=m/2,
c’est-i-dire précisément dans le domaine d’utilisation de la représentation
asymptotique (3).

Si donc nous introduisons ce développement dans les équations intégrales,
le résultat sera certainement une bonne approximation des fonctions ce, et
sen pour toutes les valeurs de .

Considérons, pour commencer, les fonctions cez, et ses,ni1 et, pour simpli-
fier, nous n’utiliserons que le premier terme de (3). Donc, entre 0 et m,

cean(n) ~ seznt1(n) ~ CDsn(a),
et entre 7 et 2w,
5327»(77) ~ = 562n+l(’7) ~ CD?n(a)-

On peut par conséquent écrire

(38)

Ce2n(77) X?n /2 . . . .
C (e)\c sin 5 sin g9 i e—)\c sin 9 sin 770) DZn((Z)\C)lﬂ cos 770)an~

seans1(n)  Hanpr

—r/2

.

La fonction & intégrer passant, pour 7o=0, par un maximum trés accentué
lorsque Nc est trés grand, nous obtendrons une valeur approchée de l'intégrale
définie en remplagant partout sin 7, et cos 7, respectivement pas 7o et 1 —na/2
et en prenant comme limites d’intégration + «. Il vient ainsi

(39) f (6)\0 sin n(1—ng?%/2) 4 gtesin "’(1_”"2/2))6_)‘”’02/2I162n((2)\0)ll27]o)d‘l]o
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ol Hes, désigne le polyndme d'Hermite. Ceci peut encore s'écrire

o
i [ o iy adingte, (00 g,
(40) -
+ ghesin ”f ¢~ e sin’ ("/4“”/2)"702/238271((2)\6)1/2770>d770.
-0

On sait d’autre part que
(41) fwe_"z/zHegn(ax)dx = (2m)12 52;% (a? — 1)»
et par conséquent, finalement
cean(n) = Aom (2m)tiz 2712yl
seany1(n) = ﬁz,.“} (2xc) /2 . n! cos 2ty
[ere *in 7 cos mH (/4 + n/2) £ e sin ngintntl (r/4 + 5/2)].

(42)

Nous retrouvons ainsi le premier terme d’un développement asymptotique
des fonctions de Mathieu du & S. Goldstein [5], mais avec en plus un coeffi-
cient numérique permettant directement le raccordement avec le développe-
ment (3).

S. Goldstein avait obtenu le développement (42) directement & partir de
I’équation différentielle (1). Son procédé, qui est sans aucun doute le plus
commode pour obtenir les termes suivants du développement, ne peut ce-
pendant pas fournir la valeur du coefficient numérique correspondant 2
la normalisation (2) puisque (42) devient infini pour n=m/2.

I1 est facile de voir pourquoi le développement (42) n’est pas utilisable
pour n=m/2. En effet, pour cette valeur, la seconde intégrale définie de (40)
devient infinie. En fait, un calcul plus exact montre que la seconde intégrale
définie de (38) est O(e=?¢) pour n=m/2 et est donc négligeable. Il reste donc
uniquement la premiére. En la calculant, on trouve qu’avec I'approximation
utilisée plus haut, elle s’annule identiquement, sauf pour »=0.

Ceci montre que l'approximation fournie par 'utilisation de la méthode
du col est insuffisante pour 7 voisin de 7/2.

On arrive évidemment 2 la méme conclusion si 'on considére les fonctions
ce2ny1(n) et sesn(n). On trouve, pour 7 voisin de 0:

ceznii(n) = Xml} c (2m)12 2732y + 1)
(43)  seany2(n) = fonse (2Xc)¥7% n! cos™t? g
. [6)\0 sin 1 cos#+3 (/4 + 5/2) + M sin ngintn+d (/4 4 77/2)]-

Les formules (42) et (43) peuvent évidemment étre utilisées pour le calcul
des valeurs numériques des fonctions ce et se aux environs de n=0. A titre
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d’exemple, nous reprendrons le cas cité plus haut de ceo(0) pour Ac=80. La
formule (42) donne, en ne conservant que le terme dominant dans (4)

@) (@M (2
@0 - T @m (2n)e
= 1,43724-10-%,

ceo(0) 2(2)12 = 2(whc) e e

(44)

Si 'on désire utiliser, pour plus d’exactitude, plusieurs termes du dé-
veloppement de Goldstein, on devra, pour déterminer le coefficient de rac-
cordement, utiliser la valeur de ce,(0) ou de se, (0) obtenue par la méthode
indiquée plus haut. On constate, en procédant ainsi, que les deux développe-
ments asymptotiques (3) et (42), bien qu’ayant des domaines d'utilisation
différents, donnent des valeurs concordantes dans une région assez étroite.
C’est cette propriété qui a été utilisée par G. Blanch pour calculer la valeur
de ce.(0) pour Ac=2380.

Pour représenter les fonctions de Mathieu aux environs de n==/2, on
peut envisager également de développer, dans (38), la premiére exponentielle
en série de puissances décroissantes de A¢ la de maniére suivante

2 4 2 2 4
8(10-0( —I-Zaao—ao :I

45) gMe sin msin mg — Ghe—1/4(atard) [1 +
(45) 32(\o)?

et utiliser, sous le signe intégrale, la représentation (3).

La calcul montre que I'on retrouve par cette méthode le méme développe-
ment (3). On peut évidemment calculer ainsi X, et ., mais le calcul est encore
plus laborieux que par le procédé utilisé plus haut, et le résultat est identique.

II. FONCTIONS SPHEROIDALES ALLONGEES

1. Les fonctions sphéroidales associées 3 I'ellipsoide de révolution allongé
sont les solutions de I’équation différentielle

d d 2
1) —[(1—p2)d—y]+(a—vw—l ” >y=0

du " — u?

telles que le produit (1 —pu?)~™?y(u) est régulier aux environs des points
p=x1.

Dans ce qui suit, nous désignerons par Pe,(u) celle de ces solutions qui
se réduit a la fonction sphérique associée Py (u) lorsque ¢ =0 et qui vérifie la
condition de normalisation habituelle

2 n—m!
2n+1 n+ m!

2 [Pen(w)]2du =

La valeur correspondante de la constante de séparation a sera représentée
par ay.
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On sait que, lorsque Ac est trés grand, les fonctions Pej'(u) peuvent étre
représentées asymptotiquement, aux environs de u =0, par la formule suivante

m 2.m/2 1 1
Pellu) = C(1 — Y™ {D,,<a> 4 27;[—— Do) + 2 Dyyale)

16
-1 - — -
n mp(p — 1) D, a(a) + p(p— D —2(p—3) D,. (a)]
2 16
1 m 2p+ 5 — 4m?
" o) [E Dypys(a) — 2 Dyie(a) — T3 Dypys(a)
3 (p? — 25p — 36)m P*+27p —10)p(p — D)m
32 Dpis(e) + 32 Dps(e)
n (2p — 3+ 4m*)p(p — D(p — 2)(p — 3) Dy i(e)
32

pp—1) - (p—3m
+ 32 Dpg(e)

PO =D (p=1 .
+ T D,,_s(a)] + O((Ac) )}

ol a=(2\c)V?u et ol la constante C a la valeur suivante

@ C= 1(‘*“)”‘( p + 2m! )/( L, e >—m
"o\ x) \rm+t) " T e e

avec co=1, o= —m(p+1/2),
_ @+ D0+ +H+H+ 0 -V -0 -3
256
—3m2<1’+1><?+i>+1’<1’— D\ i pHEIEL

C2

Le nombre p est égal & n—m.

Nous avons donné ces formules, sous une forme un peu différente, dans
[1].

La représentation asymptotique qui précéde donne la valeur de la fonc-
tion Pej(u), lorsque Ac est grand et »n et m petits, avec une exactitude re-
marquable pour les valeurs de u contenues dans un domaine assez étroit
voisin de u =0, domaine o1, en fait, la fonction prend seulement des valeurs
numériques appréciables. Pour les autres valeurs de u, et en particulier aux
environs de u=1, la formule (3) donne des valeurs totalement inexactes et
qui n'ont méme pas l'ordre de grandeur correct.
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Nous donnerons ci-dessous des formules utilisables dans cette derniére
région.

2. Les fonctions Pep(u) vérifient deux groupes d’équations intégrales
linéaires

a.

1 .
®) P =% [ M= - ™

-1

Pe,(uo)dpo.

b.
1

(6) Pen(u) = An | Ialac(l — )"0 — wo)"*1Pen(uo)duo  (n — m pair).
-1

2,1/2

(1) Peruw) = A% f Tare(t — i)

2.1/2 m . .
(1 - #o)1 lusoPeq(uo)duo (n — m impair).

De ces équations on déduit que, pour n—m pair

m m 1 2.m/2__m
(8) Pe,(0) =N | (1 —p)  Pen(u)dp,
-1
. —m/2 _m mn )™ ! 2m/2 _m
@ lim =P = AT o =) PaGd
p=1 2mm! J
et, par conséquent
—m/2 _m Ac " A': m
(10) lim (1 — &) " Per(u) = Qo) Pen(0).
p=1 2mm ! )\:‘n
Pour » —m impair, on a
1
(11) Pe(0) = — ixeNs | (1 = & uPen(u)du,
-1
. —-m/2__m m ()\C)m ! 2. m/2 m
(12 tim =) PO = AT [ (= W) P
p=1 2’”m' —1
et, par conséquent
00" An
(13) lim (1 — &) " Pon(u) = 4  per(0).
p=1 2™m | )\:l

La détermination de la valeur asymptotique des premiers membres de (8) et
(9) se rameéne donc & la recherche de la représentation asymptotique des
constantes caractéristiques N et Ay,
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3. Il résulte de la représentation asymptotique (3) que la fonction Pej (u)
ne prend des valeurs appréciables que dans le voisinage de u=0. Dans ces
conditions, nous pourrons, dans les équations intégrales (6) et (7), remplacer
la fonction de Bessel par son développement asymptotique

e [1 " dm? — 1 " dm? — 1)(4m* — 9) n :l
(2mwz) 112 8z 12822 ’

(14)  In.(3) =

En développant suivant les puissances décroissantes de A¢, on obtient
(15) In[e(1 — p)M2](1 — p?)m/2 = (2whe) M2 /4300 (a)
ou, comme plus haut,

a = (2\c)V%u

et oll on a posé

1
Sm(g) = 1 —
(@) 2ne

[222m — 1)a® + o]

+

211(\¢)? [2¢42m — 1)(2m — S)at + 28(2m — 3)a® + o8]

MR [—262m — 1)(2m — 5)(2m — 9)at

(16) — 24-3(4m? — 20m + 19)a® — 22-3(2m — 5)a'® — 2]
" 23)\6 28(>\6)2 m a o
t G (21 = 9@ = Dat + 202m = St + asl}

1
() 212(no)?

+ (4m? — 1)(4m* — 9) { [22(2m — 5)a® + a“]}

Supposons maintenant # —m impair. Nous aurons

f Lnlhe(t — "] Pe ) du

1

C (2ne) V2 2 1/2 2 m/2 m
B (2x )12 f 12 Im()\c(l —a/2e) )1~ a /2Xc) un(a)da
¢ —(2\e)
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en appelant u, (@) la quantité entre crochets dans (3). Pour ¢ trés grand,
ceci pourra encore s’écrire

=C e ® a/22(m)( ) d
= W _”6 un(a) xQ

et par conséquent, en tenant compte de (6)

- (2)""\ee un(0)

W) A, = N -
@ )1/2f e‘“2/42(’”)(a)u',':(a)da
m —0

De méme, pour #—m impair, on aura

2 —\c m
(18) o= 2(2)* (o) ¢ “un"(0)

1 ® m
PR f 14 S ™ () tn(ar) dex
s —o0

4. Le calcul effectif des valeurs asymptotiques de Ay 3 partir de ces
formules et de (3) est long et fastidieux. Nous donnerons ci-aprés les valeurs
calculées pour les 10 premieres fonctions Pey. Il est & noter que, pour ce
calcul, nous avons du, dans certains cas, tenir compte de termes en (Ac)—3
dans le développement (3).

a. n—m pair.
19
e 27()\4:)2

= 2™ (1

(2) Ace 1+

( 2% 27(>\ )2/’
(2) ee (1+ 429 )
22>\c 27(\c)?
17 1466
2\¢ + 2’()\0)2>’

2 —\c 6 117
Az = 8(2) ()\c) e ( — —-),
22¢  27(A\¢)?

A 8(2)12(\ )2 —)\c( 20 n 2461 )
= c)e .
: 22x¢  27(\c)?

(19)

= (2) 1/2)\03-M <1 +
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b. n—m impair.

0 1/2 2 e 1 55
AL =2
= 207007 (1- me
16 e 9 177
A= @700 (1 - - Fos)
3 22\¢ 27(\c)?
(20)
Al _ 2(2)1/2()\6)26_)‘0 (1 n n 27 )
? 27(A)2/)’

=
«
i

2 1/2 2 _Xe 3 729
200 14— .
u<oe(+m+wm)

Le calcul des 17 premiéres valeurs de A7 nous a montré que, dans tous les
cas, le terme dominant du développment asymptotique avait la forme suivante

a. m—m pair.

m 2p+1/2

(21) An =2 ()\c)m2+1 9/2)! P

p!

b. #n—m impair.

w172, pr2vsre (P — 1)/_/22 I

p!

Ces relations sont vraisemblablement exactes dans tous les cas, mais nous
n'avons pas pu le démontrer jusqu’ici.

5. Nous allons maintenant calculer la valeur asymptotique des constantes
caractéristiques N de I’équation intégrale (5). Ce calcul est beaucoup moins
compliqué que celui des Ay. On remplace, dans I'équation, u par (2\c)™'’a
et Pe} par son développement asymptotique (3), puis on développe en série
de puissances décroissantes de Ac. En prenant comme limites d’intégration
— x et » au lieu de +(2Ac)V? et en tenant compte de ce que

(22) An=2"""()

f g2 D (ag)dey = 2i77(w) 2 Dp(a)

on constate que le second membre peut se mettre sous forme d’une série de
fonctions paraboliques. En identifiant les coefficients de D (o) dans les deux
membres, on trouve que

RO (2ne) 12 [1 _m2p+ D)
T e 2he
2dp? 4+ 4p + 1) — 3m(2p2 + 2p + 1) -1
PR R et 1 e RS NN
8(\c)? =

(23)
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Le calcul est en tous points identique & celui des constantes caracté-
ristiques de I’équation intégrale (I, 5) des fonctions de Mathieu.

6. Connaissant ainsi la valeur des constantes Ay et A7, il est maintenant
possible de calculer

lim (1 — &) """ Pen(u)

=1

a partir de (10) et (13).

Pour vérifier numériquement l'exactitude de nos formules, nous avons
comparé les valeurs numériques qu’elles fournissent avec celles obtenues au
moyen des tables de J. A. Stratton et al [6] pour la valeur de \¢ la plus
élevée contenue dans ces tables, c’est-a-dire A\c =8.

Pour cette comparaison, nous avons tenu compte de ce que la condition
de normalisation de ces tables est différente de la normalisation rationnelle
généralement admise et exprimée par (2). Le tableau ci-dessous contient les
résultats obtenus. On voit que, comme toujours avec ce genre de développe-
ments, 'exactitude est trés bonne pour # et m petits, mais diminue progres-
sivement au fur et & mesure que »n et m augmentent.

n= 0 1 2 1 2 2

m= 0 0 0 1 1 2
Pe:(O) exact 1,7628 0 —0,5195 1,4434 0 3,9051
Pe(0) approximatif 1,7634 0 —0,5246 | 1,4192 0 3,7640

Pe’;(0) exact 0 3,8451 0 0 7,3873 0

Pe’7(0) approximatif 0 3,8573 0 0 7,3052 0
Pe:(u) exact 0,005726 | 0,02400 0,08790 | 0,01881 | 0,1604 | 0,1179

lim

B=1 (1 —p2)mi2 approx. 0,005732 | 0,02415 | 0,00014 | 0,01842 | 0,1579 | 0,1116

7. Ayant ainsi obtenu la représentation asymptotique de

—m/2

lim (1 — u) " Penu)

u=1
il nous faut maintenant rechercher la valeur de la fonction Pej}(u) elle-méme
aux environs de p=1.

Nous utiliserons pour cela les équations intégrales (6) et (7) ol, dans le
second membre, nous remplacerons la fonction Pej(u) par sa valeur asymp-
totique (3). Il est bien évident que le calcul se raméne A celui des intégrales
définies suivantes
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m 1 2.1/2 2.1/27 —Aepgl/2 1/2
24) I = f Lalne(t — "5 = "1 Heap((200)" o) di,
-1
m l —AcC, 2
(25)  Iopa = f Ln[re(t — &1 = 1) “Jusoe ™™ Hespir(20) o) duo.
-1

La fonction I,.(z) est une fonction rapidement croissante de 2z pour les
valeurs pas trop faibles de z et pas trop grandes de m, ce qui est le cas actuelle-
ment, mais on sait que si 'on pose

(26) In(z) = €¢m(2)
la fonction ¢..(z) ne varie que trés lentement avec z. En posant
(21) p= (1= e

nous pourrons donc écrire, en remplagant dans 'exponentielle (1 —u3)!/? par
1—po/2,

® 2 ¢
m Aep Ae(1+py) pg /2 M1 2,
Ip=c¢ f e o [¢m(>\6m) - mopm(Nep1)
-—00

()\C/" )2 1’7"
Y e — - - ]H€2p((2)\6)1’2#o)d#o

+

ou encore, en posant en outre

(L + w) P20 = 1,
m e)\cul ) ) l-txl2 ,
e | —wz[m————- .
SR el M R TC R

2 4
31 1 4 ur\7V2
- - . |H t dt.
+ 8(1 4 p1)? ] e2p< ( 2 ) )

En tenant compte des intégrales définies suivantes

2p!
27p!
2p!
2p] [(2p + 1)(a® = 1)? + 2p(a? — 1)1},
® 25!

e I2*Heyp(at)dl = (2m)1/2 1;, [(2p + 1)(2p + 3) (a2 — 1)»

—w 27

+4p(2p + D(e® — D71 + 4p(p — 1)(a? — 1)77]

(28) f e~ 12 Hesp(at)dt = (2m)1/2 (a® — 1),

(29) f 1P H ey (al)dt = (21)112

(30)

il vient
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. rom 2p! 1 — p\?
f= e L [ (L)
(e(1 4 u)) 27p! L+ m

,“'1¢7,n 1 — u\? 1 — p\?!
e (e o () 2 ()
2(1+m)(( ? ) 14 m ? 14w

2 n
L1Pm ( (1 - m)"
— 2+ 1H)(2p + 3
+8(1+#1)2 (P )(P ) 1+I~‘l

+apap+ 0 () an 1)(1_“‘)p_2> ]
picp 14+ wm Pe 1+ wm '

Comme, d’autre part
Eom(z) = In(32),
(32)  €on(s) = 27 Insa(s) — 2In(3) + In-1(2)),
edm(3) = — 4 (I ns2(2) — 4Lmp1(3) + 6Im(z) — 4mos(2) + Im—2(3))

(1)

on a donc finalement l'expression asymptotique désirée qui ne contient que
des fonctions parfaitement connues.
En faisant tendre u; vers 0, on trouve

lim py Top(u) = n"
33) #1=0 Ayt
2plAo)m [l _ (@p+1m  (16p* 4 8p 4 3)m(m — 1) P ]
27p12mm! 4N 8(\¢)?

La méme valeur s’obtient directement en faisant tendre 1—u? vers 0 dans
(24), ce qui montre que les expressions asymptotiques que nous avons ob-
tenues pour Iy sont utilisables jusque p=1.

Dans les cas particuliers ot m =0, p =0, ou 2, on trouve

(33.1) 2w ____m_[ , Ml(Io—Il)_3#1(3Io—411+12) - .]’
(Ae(1 + pp))t2 2(1 + uy) 16(1 + w1)?
0 3(2m)12 1 - u1)2
Ii(p) = I
® A1 + pr))22 I:(l + m ’

(33.2)

i CGn) 6]

Un calcul en tous points semblable donne
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m 2ueter 2p + 11[ (l — u1>"
I It A T .
ap+1() Ne(l T a0 (m) 2p] ¢ TF

L1Pm — M 1 — u\7!
" — 2
2(1+/J.1)<(P+ )< +M1> + P<1+#1> )

(34) 2
M1Pm — M1 P
—{2p + 3)(2p + 5 < >
8(1 + u1)2<( ? )2p ) 14+ m
1 — m\?~ — pu1\* 2
w9 (30 -0 () )+ ]
P2 ) 14w + i ) 1+ wm +
et
o m 2(m)122p + 11(Ac)™
lim py T2ppa(n) = () 4 - ()
(35) =0 )\CZ"P!Z m !
I:l 4p+3)ym  (16p2 + 24p + 15)m(m — 1) 7]
¢ 8(\c)? _

Dans les cas particuliers o m =0, p=0 ou 2, on trouve

2u(m) 12 [ 3ulo— 1) 15ui(3Io — 41, + I) -
M+ w2l 201+ ) 16(1 + 1)? i

0 30u(m)t/? 1 — w2
RvTR )3'2[“ rt
¢
(35.2) H " ";) 1 2 1
ur(fo — —n —n
n 1o 1(7< 1)+4( 1>)+:|
2(1 4 py) 14 m 14+ m
Connaissant I, on en tirera maintenant facilement la valeur asymp-
totique de Pey(n). On a en effet

(35.1) I; =

Pe,(u) = CA |:I +—(— :‘: + "’21'+2+m1’(1’2 M p2

17(?— D=2 —3) » 1
= p_4>_|_(_2;6$(...)+...:|_

Lorsque le produit Acu est assez grand, on a approximativement

o _eon oy
- : In: w2
A Oe( + p )2 22pI\1 + py (Acu1) (n—m )

o 1oy
" . IO\ = 2p 4 1),
(L 4 u)32 2pl \1 + gy (Aeur) (n—m=2p+1)

Pe:':(#) =
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En prenant pour A} et C également les termes dominants des développements
asymptotiques, (en admettant que (21) et (22) sont exacts dans tous les cas),
on trouve finalement

m 1 /n+ mI\? 1/4 1 — 4P
Pen(#) — _< ) (l) 23p+3/2(xc)p+le—)\c (—ﬂl) Im(xc‘“)’

2p1\2 1 A 1 p+1/2
(36) pi\2Zn + ¢ (G )
(n—m = 2p)
m n+ m p(l — p)?
Pe,(u) = L) V/4237+512(\ o) PH1g—Ae In(\epy),
@n W T 1!<2n+ 1) () ) o Tmhews)

(n—m=2p+1).

Dans le cas particulier ot p =m =0, ceci devient

1/2 1/4

(36.1) Pea(w) = 22) 700 e + 1) To(hemy),

—-1/2 1/4

(37.1) Pei(w) = 83) "7 )™ e (1 + w) T uLo(heua).

Comme vérification numérique de ces formules, nous y ferons u; =0, u=1,
Ac=38, ce qui donne

1/4_15/4 —8

Peg(l) =x 2 ¢ = 0,006004 (exact: 0,005726),

Per(1) = x '8 37% 7 = 002775 (exact: 0,02400),
Etantdonné qu’on n’a tenu compte que du terme dominant du développe-
ment asymptotique et que la valeur A\c =8 n’est pas particuliérement élevée,
Pexactitude obtenue peut étre considérée comme trés bonne.
Pour le calcul effectif de la fonction Pey(u), il y a avantage a utiliser la
relation suivante, qui se déduit immédiatement de (31), (33), (34), et (35)

Pen(u)
lim (1 — p?)~™/2Pe}(u)
k=1
(38)
m 1 [ Dpa(wy)
I _ - cen ce
) p(m)+m( o T >+
[ m 1 Ia()
li I, Y ce cen
0! [ (w2) + 2)«:( 6 T >+ ]

et a utiliser la valeur du dénominateur du premier membre calculée comme
indiqué plus haut, (10) et (13).
On trouve ainsi, en particulier, pour m=0, n=0 et 1



360 ROBERT SIPS [February

38.1 Pea(w) = (Z‘f 1/2<1 _ 3N\ o 1 20
vy Pey(1) B 21r> 32)\6) [ o(Acp1) — 3 o( Cﬂl)],

0
Pey(u) ()\c>”2 ( 15 >—1[ 1 1 ]
38.2 =|— 1—— To(Acpr) — Is(\c
(38.2) PR(1)  \2r 320 ohems) = 21 Tolhamy)
ol on utilisera pour I3, I3, I? et I les valeurs (33.1), (33.2), (35.1) et (35.2).
A titre d’exemple numérique, nous avons comparé les valeurs obtenues

ainsi pour u=0,9, A\c=8 avec les valeurs exactes fournies par les tables de
J. A. Stratton et al. On trouve, tous calculs faits

0
Peo(0,9)
— . = 6,2853 (Valeur exacte: 6,2643),
Pey(1)
0
Pel(0,9)
—— = 4,1640 (Valeur exacte: 4,1825).
Pej(1)

On voit que l'erreur ne dépasse pas 0,59, environ, bien que, comme nous
I’avons déja dit, la valeur Ac =8 ne soit pas spécialement élevée.

II1I. FONCTIONS SPHEROIDALES APLATIES

1. Les fonctions sphéroidales associées a l'ellipsoide de révolution aplati
sont les solutions de 'équation différentielle

d dy m?
(1) —[(1 — u?) —:I + (a + Nu? — )y =0
du 1

du — u?

telles que le produit
(1 = w)"2y(0)

est régulier aux environs de p= +1.

Dans ce qui suit, nous désignerons par Pej(u) la solution de (1) qui se
réduit a la fonction sphérique associée Pj(u) pour A¢=0 et qui vérifie la
condition de normalisation habituelle

2 [ péwrn = 22
en(p)| du = . .
( -1 2n+ 1 n+ m!
La valeur correspondante de la constante de séparation sera représentée
par by.

On sait que lorsque ¢ est trés grand, les fonctions Pej(u) peuvent étre
représentées asymptotiquement, aux environs de u=1, par la formule sui-
vante



1959] REPRESENTATION DES FONCTIONS DE MATHIEU 361

m m/2 —i m 1 + 1 + 2 m,
Pei(w) = Ci"'% ’2{LL 'O + 2—}\;[————@ O+ 2 o

4
m m _1 m
+p_:1L;+)1(t)+P—ZmL,(,_)l(t)+(P+m)(P4+m )L,(,.)z(t):l
1 T+ D@+ +3)P+4H o
[ Lys(t)
(200)? 32
1 2)(3 5 m +1 2)(4 2m + 5 m
_(+ )(17’;4)(174- )L,(,J,;(t)-—(;b )+ )S(P-I- m )L1(»+;(t)
1)(p? —12p — 6m — 12 m
(3)_(1’+ )(p +Pm8 p— 6m )Lz(H-)l(l)
n (p 4+ m)(p* + Pm8+ 14p+ Tm 4 1) L,(Z)l(t)
" (p+m-— 1)(?':7”)(P+m+ 1) L::Z;(l)
" (P-I-m)(i"l-mg— Dp+m-—2) L,(:;(t)
n (p+m)(p+m— 1)(1;24- m—2)(p+m—3) Lﬁi(t)]+ 0()\6—3)}

ol t=Nc(1—pu?) et ol la constante C a la valeur suivante

M)yt n+ mlp! )”2( 1 12 )‘”2
4) C = 2mtn)2 o -
@ (2n+1 w—mptm) T T ot

avec co=1, ci=m+2p+41,

_ (p+1)(1>+2)(p+m+1)(1>+m+2)+3(1>+ DN +m+1)

- 16 4

3p(p+m) p(p—D(p+mpp+m—1) 32p+m+ 1)?
4 + 16 + 2 )

C2

+

Le nombre p est défini par n—m =2p ou n—m =2p+1 suivant que n—m est
pair ou impair.

Nous avons donné ces formules, sous une forme un peu différente, dans
[1]. 11 est & noter que la valeur de c;, dans ce travail, est inexacte.

La représentation asymptotique qui précéde donne la valeur de la fonc-
tion Pell(u), lorsque Ac est grand et # et m petits, avec une exactitude re-
marquable pour les valeurs de u contenues dans un domaine assez étroit
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voisin de u =1, domaine o1, en fait, la fonction prend seulement des valeurs
apréciables. Pour les autres valeurs de u, la représentation asymptotique
ci-dessus donne des valeurs totalement inexactes et qui n'ont méme pas
I'ordre de grandeur correct.

Nous donnerons ci-aprés, des formules utilisables dans cette derniére
région.

2. Les fonctions sphéroidales aplaties vérifient deux groupes d'équations
intégrales linéaires

a.
Aeppo 2.m/2 2. m/2—

5) Do) = X f &M — WA = )" Bern o) dso.

-1
b.

1 2 —_—m
(6) Pen(u) = An f Tale( = 10 = o) 1P (o) duso (n — m pair),
-1

1
(1) Pes(w) = Nu | Tulre@ = &"(1 — 1) *JusoPen(uo)duo (n — m impair).
-1

De ces équations on déduit que, pour n—m pair

—_—m -m 1 2.m/2—m

®) Pen(0) = An f (1 — "B ) du
—1
et
—m _—m -—m AC n l m -_—m
) lim (1 — )P0 = 3 S A P ) du
»=1 2mm ! —1
d’ou
Pe,(0) A

(10) . - =

lim (1 — p2)="2Pel(w)  A)™ —m

e "

tandis que pour #—m impair

1
(1 Pe(0) = Achn | (1 = )" uPen(w)dn,
-1
. —m[2— m —m (Ac)m 1 2 m/2 —m
(12) lim (1 — &) " Per(u) = Ao g (1 — ) wpPer(w)du
u=1 LJd

d’ou
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Pe., (0) Ackn
(13) : _ =
lim (1 — p?)™/2Pe;(n) )™ _m
2mm)

La détermination de la valeur asymptotique de Pej(0) et Pe’7(0) se

raméne donc 2 celle des constantes caractéristiques A et Ay.
3. Sil'on pose

—_m —t/2m/2
(14) Pe,(u) =¢ "t y()
on aura évidemment
. —m[2— m m/2
(15) lim (1 — 1) " Pen(u) = 0:0)""5(0)

n=1

et le développement asymptotique de y(0) se déduit immédiatement de (3).

Considérons maintenant ’équation intégrale (5) et supposons Ac trés
grand et positif. Alors, seule la partie de I'intégrale prise entre 0 et 1 aura une
valeur appréciable. En prenant { comme variable au lieu de g, on pourra
écrire

=m

)\n Ae ;
0) = f U=t —tizym(1 — ¢ /\e)~124y(8)dt
90) = 5o (1 = /20250
(16) e)‘cxm ©
. e 2(t)y(b)dt
T [ ez
en posant
17 () =1 - t’/)\c)—lﬂe)\c(l—tl)\c)ll’—)\c+t/2‘
En développant suivant les puissances décroissantes de Ac, on trouve en-

suite

() 14 1 (t t2)+ 1 (3!2 3 " t“)

a A\N2 23/ (o)r\2s 28 27

(18)

1 (513 15t4+3l5 t6)
(Ac)®3 \24 27 28 3.910

En introduisant la valeur (3) de y(¢) et le développement (18) de Z(¢) dans
la relation (16), on peut en déduire la représentation asymptotique de \J.
Un calcul assez fastidieux conduit aux expressions suivantes

p=0

_— z(xc)mﬂe—xc[l o +1 (m4+1)m—2)2m+ 3) o ]

(19.1) X,
m! 4N 144(\c)?
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>

(19.2)

n

m 25(Ae)mrere I:l 2m+5 md— m®4 34m — 54 :'
T om+ 1 28\¢ 25(\¢)2 '

Le tableau suivant montre que ces deux relations suffisent pour les dix
premiéres fonctions Pej (u).

n= 0 1 2 3 1 2 3 2 3 3
m= 0 0 0 0 1 1 1 2 2 3
p= 0 0 1 1 0 1 1 0 0 0

Un calcul plus poussé montre que, pour p=0, 1 et 2, on a

m 22p+l()\6)m+p+le—)\c

(20) )-\p_ m‘l‘?' (1+)

Il parait probable que cette relation est générale, mais nous n’avons pas
jusqu’ici pu le démontrer.

4. Nous calculerons ensuite la valeur asymptotique des constantes A.
Supposons tout d’abord # —m pair. Avec les mémes notations que plus haut,
nous pourrons écrire (6) sous la forme

A [ 1/2, —to/2m/2 —~1/2
(21) y() = )\—f Tu((tt)) Ve "t (1 — to/Ac) " y(to)dto.
¢ Jo
En tenant compte de la relation bien connue suivante
(m)

LW = @p 4 m+ DO = (0 + L~ (0 + DL

et de celles qui s’en déduisent, et en utilisant (3), on pourra développer la
quantité (1—t/Ac)~V2y(t) en série de fonctions de Laguerre. L’équation
intégrale

—t/2m/2_(m) —tp/2m/2 __ (m)

(22) L) = (=172 f T Tt L () dte

montre ensuite que le second membre est lui-méme une série de fonctions de
Laguerre. En identifiant les coefficients de L{™(f) dans les deux membres,
on trouve finalement, tous calculs faits

2p+m+1
2\¢
16p% + 16pm + 3m? 4 16p 4+ 8m + 5 -1
n $.. ] ,
8(\c)?

A= (—=1)"(\c/2) [1 +
(23)
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Pour n—m impair, on partira de la relation (7) pour obtenir

—m

A, - ® —tg/2m
(24) 30 = == (=10 [ a9 it
c 0
et en procédant de la méme maniére, on obtiendra
—m 2 1
Air= (=1)"(\¢/2) [1 _tmtd
2X¢
(25)
16p2 + 16pm + 3m? + 16p + 8m + 5 -1
) .
8(\c)?

5. Nous avons maintenant tout ce qu'il nous faut pour calculer Pej(0)
et Pe’7(0) au moyen de (10) et (13).

Pour vérifier numériquement l'exactitude de nos formules, nous avons
comparé les valeurs qu’elles fournissent avec celles obtenues & partir des
tables de J. A. Stratton et al. pour ¢=8, toujours bien entendu en adoptant
la normalisation rationnelle (2).

Le tableau ci-dessous contient les résultats ainsi obtenus. L'exactitude,

encore une fois, est d’autant meilleure que # et m sont plus petits.

n= 0 1 2 1 2 2

m= 0 0 0 1 1 2
Pel (0) exact 0,00538 0 —0,0682 | 0,0245 0 0,2479
Pe(0) approximatif 0,00539 0 —0,0708 | 0,0243 0 0,2551
Pe’,, (0) exact 0 0,0215 0 0 0,1887 0
P¢’7(0) approximatif 0 0,0220 0 0 0,2077 0

Pel(u) exact 3,863 2,230 1,559 | 8,266 | 11,098 | 38,987

lim
#=1 (1 —pu?)m2 approx. 3,872 | 2,235 1,602 | 8,363 | 11,221 | 40,553

6. Il nous reste maintenant & obtenir la représentation asymptotique de
la fonction Pej(u) elle-méme aux environs de u=0.
L’équation intégrale (5) peut s’écrire sous la forme suivante

2. m/2 2. m/2—m

@) Pen(u) = X f @™+ &)1 — w1 = uo)" Pen(uo)duo
0

les signes 4+ et — correspondant respectivement & # —m pair et impair. On
voit immédiatement que le probléme se raméne au calcul de l'intégrale
définie suivante
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m ! ( Acupg —Aeppg
[4

I, = te )
0

28 2 m/2 m
@9 NCUES L S R (1 — uo))duo

qui peut encore s’écrire, en faisant uo= (1 —¢/Nc)V2~1—t/2\c

m e)\cy 1 —_ #2 m[2 m m
L —L—Lf e A+ LY (0 di
0

2 —(Ac/2) (1— M) ('n)

2(\c)mt1
el — u“’)"‘”f ez
— e 14 ¢/2x¢ LY (dt.
o), S+ 2L ()
En tenant compte des relations suivantes
© - +m! (k— 1)
(29.1) f e L,(, )(t)dl ? ( ) )
0 P! pptm+1

@2 f BRI ";'m![(p TRy f o 1)::—1]

kp+m+2 kp+m+l
on trouve
1= (=0’ I (e
(30) e
m m m
’[‘i’p(#) + p—r‘ ¢p+l(#) + —¢p—1(#):|
en posant
m Aep (1 - F‘)p —\cp (1 =+ l‘)p

1 = 271 e — —_—.

31 $o(n) I:e (1 + p)ymre+t = ¢ 1 - #)m+p+l:l

On déduit de ceci, en particulier, que
(32.1) én(0) = 1 (n — m pair),

d 2.m/2 m . .
(32.2) o [ = )" dp()]umo = X (n — m impair).
M

Il est important, pour ce qui suit, de connaitre la valeur asymptotique de
I'7(0). On a d’abord

I, ()

1 Ac —\e¢, 2 m/2 —(Ac/2) (1— ) (m)
= f @ 4 T — Y = i) L el = u)oduo
0
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I0) = (A) f L
0

2 p 4ol
()™ p!
résultat différent de ce que donnerait I'application directe des relations (30)
et (32, 2).

Lorsque Xc est suffisamment grand, on a, avec une trés bonne approxima-
tion

(33)
= (-1

m/2_m

Pen(p) = CO0)" alo(u).

En ne conservant que les termes dominants, et en admettant que (20) est
exact dans tous les cas, on aura

1p! 1/2
C = 2m+DI2()\¢) (m+D)/2 ( n+ mip! )

2n+ )n — mlp + m!

m 22p+1()\6) m+22+1e—)\c

n

m + p!
et par conséquent
Por(y) = (—1)"27 20" D
(34) 2 n4m! 1 uz . sy m
<2n+ l‘n — m!.p!p + ml> e (1 —u) opu).

Pour avoir une idée de I’exactitude de cette formule, nous ferons le calcul
pour u=0, A\c=8,
m=n=p=0:

1/2 —X\e

Peo(0) = 4(2he) "¢ = 0,005367 (exact: 0,005378),
m=p=0,n=1:

Pe(0) = 2(3)"*(2n0)* "¢ = 0,0248 (exact: 0,0215),
m=n=1, p=0:

Pei(0) = 16(3) "\ce " = 0,02479 (exact: 0,02451).

Etant donné qu'on n’a tenu compte que des termes dominants des
développements asymptotiques et que la valeur 8 de A¢ n’est pas spécialement
élevée, I'exactitude peut étre considérée comme trés bonne.

Pour le calcul effectif de la fonction Pe(u), on utilisera la relation sui-
vante, qui se déduit immédiatement de (30), (32.1), (32.2) et (33)
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- m

Pen(l‘)
Per(0)
1 +D@+2) =
49 p(“)+2>\[ w P+2(#)+"':|+'--
— (1 —_ u2)m/2
m 1 1 2) m
Ip(0)+_[ wp+2(o)+...:|+.,,
2\¢ 4

et on prendra pour Pe, (0) la valeur plus exacte obtenue antérieurement. A
titre d’exemple, on trouve ainsi

1
. y ) olk) + ¢0(#) - ¢> (W) — Kdn(u) o
( . ) Peo(O) 1+ 1/2)\6 (ﬂ —m =Y, Palf),
52 1(#) ¢o(#) + ¢0(#) - ¢2(#) - 4—>\‘¢1(#) 1. ot
Z08 l—lﬂM ’

Pour Ac=8, u=0, 1, ces relations donnent

— 0

Pey(0, 1)

——— = 11,2636 (exact: 1,2584),
Pe(0)

—~0

Pey(0, 1)

—— = 10,1088 (exact: 0,1087).
Pe'1(0)
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